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Abstrak

Dalam artikel ini dipelajari model matematika pada populasi penyebaran perokok.
Model ini melibatkan empat sub populasi saling berinteraksi yaitu Susceptible (.S)
individu sehat tapi rentan menjadi perokok, Ezposed (E) individu perokok pem-
ula, Infected (I) individu perokok aktif, dan Recovered (R) individu yang berhenti
menjadi perokok. Model yang dikonstruksi, memiliki dua titik kesetimbangan yaitu
titik kesetimbangan bebas perokok dan titik kesetimbangan endemik. Selanjutnya
bilangan reproduksi dasar (Rp) sebagai nilai ambang batas terjadinya penyebaran
perokok ditentukan menggunakan pendekatan matriks Next Generation. Titik kese-
timbangan yang dianalisis dengan kriteria Routh Hurwitz menunjukan sifat stabil,
dengan Rp < 1 untuk titik kesetimbangan bebas perokok dan Rg > 1 untuk titik
kesetimbangan endemik. Hal ini didukung dengan simulasi yang menunjukan pop-
ulasi stabil disekit titik kesetimbangan bebas perokok dengan Rop < 1 dan stabil
disekitar titik kesetimbangan endemik dengan Rp > 1.

Kata kunci: Analisis Kestabilan, Model Matematika, Perokok, Bilangan Reproduksi
Dasar.

Abstract

The study intends to analyze the mathematic model on the distribution
of cigarette smoker population. The model involved four interconnected
sub-population, i.e. Subceptible [S] (healthy individuals prone to smok-
ing behavior), Fxposed [E] (individuals sttarting to smoker), Infected
[I] (active smokers), and Recovered [R] (individual that stop smoking).
The constructed model possessed two equilibrium points, i.e. smoker-
free point and endemic point. Moreover, the basic reproduction number
(Ro) as the treshold value of distribution of smoking behavior was de-
termined by employing Next Generation matriz approach. The result of
equilibrium point analysis by employing Routh Hurwitz criteria shows
stable behavior, with Ry < 1 for the smoker-free point and Ry > 1 for
the endemic point. The statement is supported by the simulation con-
ducted that shows stable population around both equilibrium points as
described

Keywords: Stability Analysis, Mathematical Model, Cigarette Smoker, Basic Re-
production numbers.

1. PENDAHULUAN

Rokok adalah salah satu zat kimia yang berdampak buruk bagi kesehatan dan lingkungan.
Bahan kimia yang terdapat pada rokok, dapat mengakibatkan penyakit jantung, hipertensi,
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kangker dan beberapa penyakit [2]. Berdasarkan WHO, prevalensi data perokok 2013 di in-
donesia sebesar 36,3 %, perokok laki-laki 66,0 %, perokok wanita 6,7 %, anak-anak 1,4 % dan
remaja 18,3 % [9]. Masalah ini menguatirkan pemerintah, masyarakat dan lingkungan. Salah
satu cara untuk meminimalisir permasalahan penyebaran perokok yaitu dengan merumuskan
model matematika.

Beberapa penelitian telah membahas model matematika yang berkaitan dengan pen-
ingkatan jumlah perokok, seperti Zeb et al., [12] strategi pengendalian rokok yang optimal
dengan dinamika akar kuadarat. Selanjutnya Osman dan Adu, [7] tentang model SPT.R
dengan asumsi terdapat empat sub populasi yaitu populasi rentan (S), perokok (P), perokok
dalam perawatan (Tc) dan perokok berhenti (R). Penyebaran individu perokok model SPT,R
yaitu S dapat ke P, P dapat ke Tc dan Tc bisa kembali ke P dan ke R.

Perokok pemula memiliki kondisi memilih untuk berhenti atau menjadi perokok aktif
disebabkan ketergantungan. Menurut Dr Nancy, perokok yang telah berhenti dapat kembali
lagi menjadi perokok disebabkan pengaruh dari adiksi nikotin pada rokok dan pengaru dari
lingkungan [6]. Hal ini mengakibatkan semakin sering berinteraksi dengan perokok maka se-
makin meningkat populasi perokok.

Untuk itu, penelitian ini mengkaji model matematika tipe SEIRS pada penyebaran per-
okok. Model ini terdapat empat sub populasi saling berinteraksi yaitu Susceptible (S) individu
sehat tapi rentan menjadi perokok, Ezposed (E) perokok pemula, Infected (I) perokok aktif,
dan Recovered (R) individu yang berhenti menjadi perokok. Mengasumsi laju perubahan in-
dividu (5) ke individu (F) dipengaruhi oleh besar interaksi S dan F ditambah besar interaksi
S dan I dapat ditulis aE + b1S, dimana a dan b adalah bobot bilangan positif dengan a < b.
Berdasarkan asumsi yang digunakan maka akan terbentuk sistem persamaan diferensial, se-
lanjutnya dilihat perilaku solusi dari titik kesetimbangan agar dapat dianalisis kestabilan dari
titik kesetimbangan tersebut. Penentuan ambang batas penyebaran populasi perokok yang
merupakan nilai bilangan reproduksi dasar dicari menggunakan matriks Next Generation. Tu-
juan dari penelitian ini yaitu menganalisis kestabilan titik kesetimbangan model matematika
penyebaran populasi perokok.

2. MODEL MATEMATIKA

Secara skematik, pola penyebaran populasi perokok dinyatakan dalam diagram komparte-
men pada Gambar ?77.

u 1 13 u

GAMBAR 1. Diagram Skematik Penyebaran Populasi Perokok

Berdasarkan skema pada Gambar 7?7 maka diperoleh model matematika tipe SEIRS pada
persamaan (?7)
48 — 5+ aoE + py I + 2R — aES — bIS — puS
2 — qES +bIS + 8] —wi E
4 = B1E =wyl (1)
G =i E+ pal —w3R
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dengan:
a1 =aES +bIS
wp =ag+ 1+ +u
wy=PBa+p1+p2+pu+o
w3 =2 + p
Definisi variabel dan parameter dapat dilihat pada Tabel 77.

TABEL 1. Variabel dan Parameter

Simbol Definisi
o1 Laju rekrutmen untuk menjadi individu rentan
a laju perpindahan individu rentan menjadi perokok pemula
Qs laju perpindahan perokok pemula kembali menjadi individu rentan
51 laju perpindahan perokok pemula menjadi perokok aktif
B2 laju perpindahan perokok aktif kembali menjadi perokok pemula
p1 laju perpindahan perokok aktif kembali menjadi individu rentan
P2 laju perpindahan perokok aktif menjadi berhenti merokok
Y1 laju perpindahan perokok pemula menjadi individu berhenti perokok
P laju perpindahan individu berhenti merokok kembali menjadi individu rentan
é laju kematian penyakit yang disebabkan rokok
o9 laju kematian alami pada setiap populasi

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1. Titik Kesetimbangan. Titik kesetimbangan diperoleh dengan menyelesaikan persamaan
(??) mengacu pada [11], dengan kondisi pada saat 4% = 2€ — dI — dlt _ () Berdasarkan per-
samaan (?7?) diperoleh titik kesetimbangan bebas perokok (E§)= (So, Eo, I, Ro) dan endemik

(EY)=(S1, E1, 11, Ry) yaitu

ES = %70303())3

Ef = wiws—B1B2 M—y2 Bi(vi—v2) (Y1t+wa+Bip2)(y1—72)
1 awz+bB1 7 vy3ya ' wa(v3—74)’ waw3z (V3 —"4)

®)
)

Selanjutnya eksistensi titik kesetimbangan £ diperoleh dengan ketentuan Ej eksis jika wjws >
B182 dan

® v > 75 dan 3 > 74 atau

® 71 <72 danyg <4

3.2. Bilangan Reproduksi Dasar. Bilangan reproduksi dasar yang dinotasikan dengan R
merupakan nilai harapan banyaknya infeksi tiap satuan waktu. Bilangan reproduksi dasar di-
cari menggunakan metode matriks Next Generation [3]. Penggunaan metode ini secara spesifik
dapat dilihat pada [8]. Berdsarkan sistem persamaan (?7), diambil sistem persamaan yang
memuat sub populasi terinfeksi, yaitu

4B — aES + bIS + Bol —wi E

3

4 = B1E —wsl 3)
Berdasarkan persamaan (?7?) diperoleh matriks F' dan V' sebagai berikut

_ |aES +bIS + (o1 _|wE

P = [5) ®

Matriks Jacobian dari persamaan (4) dinyatakan dengan matriksF = J(f) dan V = J(V),

diperoleh
_ aS bS+62 Wt 0
r=[ vl ®)
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Selanjutnya substitusi titik kesetimbangan bebas perokok pada persamaan (2) ke persamaan
(5), diperoleh

aoc bo
4 2% 4 By wp 0
F=1|# © V = 6
SR i ©
Matriks Next Generation (K) didefinisikan berdasarkan persamaan (6) dengan K = FV 1,
yaitu
ao bo B2
hwr  pws T
K = [1%11 Hw2 0 2‘| (7)
w1

Bilangan reproduksi dasar (Ry) merupakan nilai eigen positif terbesar dari matriks K yaitu
Ry = p(K), dengan p nilai eigen dominan. Untuk menentukan nilai eigen dari K, maka akan
dicari persamaan karakteristik dari matriks K, yaitu det(K1I) = 0 diperoleh

b
Az_am_ﬁl(ffﬂz) ()
MWt w1 yiev (%)
Berdasarkan persamaan (8), nilai eigen diperoleh
1/( ao a0 bo
M=o —= 22+4& Loy B (9)
2\ pw MWy w1 \Hw2 w2
Dengan demikian, dapat ditentukan nilai eigen terbesar matriks K, yaitu
1 202 b
Ro=: | = +,/%% +alr (” + 62) (10)
2\ pwy pAwy w1 \ Hw2 w2

Persamaan (10) adalah nilai ambang batas yang menjadi tolak ukur tingkat penyebaran popu-
lasi perokok. Kondisi yang memungkinkan berdasarkan [3] terdapat pada Definisi (3.1) sebagai
berikut

Definisi 3.1. Jika Ry < 1 titik kesetimbangan bebas perokok stabil asimtotik lokal, sehingga
tidak terjadi penyebaran populasi perokok. Selanjutnya jika Ry > 1 titik kesetimbangan endemik
stabil asimtotik lokal, sehingga terjadi penyebaran populasi perokok.

3.3. Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan. Berdasarkan persamaan (1) dengan men-
gacu pada [10], diperoleh matriks jacobian sebagai berikut:

aFE —bl —p —aS+ay —bS+p1 e
aE + bl aS — wy bS + B 0 (11)
0 51 —W9 0
0 Py P2 —Wws3

J =

Substitusi titik kesetimbangan bebas perokok pada persamaan (2) ke persamaan (11), dengan
persamaan karakteristik diperoleh dari det(Al — J(E{)) yang mengacu pada [1] menghasilkan

A+ af — Qg bf — P —2
aoc —bo
0 *ﬂl A+ wo 0
0 —1 —p2 A+ ws
Dengan menggunakan aturan kofaktor, persamaan karakteristik pada sistem (12) yaitu
b
A+ 1) (A +ws) <)\2 + <w1 +wa — a:) A+ (w1w2 - U’fl - 51ﬁ2>> (13)

Berdasarkan persamaan (13), diperoleh empat nilai eigen yang didefinisikan yaitu

Al = —U
)\2 = —Wws3
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Karena setiap nilai parameter adalah positif, maka A\; dan \s bernilai negatif. Sementara untuk
melihat kestabilan nilai eigen lainnya digunakan kriteria Routh Hurwitz

A2+ <w1 + wo — CLU)\> + (w1w2 - bafl - 5152) =0 (14)

Persamaan (14) dapat ditulis kembali dalam bentuk

aoA? + a1\ +az =0 (15)
dengan:
a b
ap =1,a1 = w1 +ws — §7a2 = Wiy — ( Jfl +5152>

Karena setiap nilai parameter positif, maka dapat dipastikan ag, a1, dan as merupakan bilangan
positif. Dengan demikian ajasagas > 0, sehingga memenuhi kriteria kestabilan Routh Hur-
witz. Selanjutnya substitusi titik kesetimbangan endemik pada persamaan (2) ke persamaan
(11), dengan persamaan karakteristik diperoleh dari det(A — J(EY)) yang mengacu pada [1]
menghasilkan

A—jun —Ji2 —J13 —a
—J21 A — 22 —J23 0
16
0 —f1 Atwy+0 ( )
0 —1 —p2 A+ ws
dengan
. amiwa+bye B +yapws —(ayawa+by1 B1+y3pws)
Jun = w2 (v3—"4)
. afife—(awiwztaczwatbazfi)
Ji2 = awa+bB1
. bBiBa—(bwiwatapiwa+bpi )
Jis = awz+bB
i — (awa+bB1) (v —72)
J21 = w2 (y3—"74)
. af1B2—(2awiwa+bwi B1)
J22 = awz+bfB1
. bwiwa—(2bB1P2+aBaws)
J23 - (IWQ+b[31
Dengan menggunakan aturan kofaktor, persamaan karakteristik pada sistem (16) yaitu
ao)M* + e N> + a X +asA +ags =0 (17)

dengan:

a():l

a1 = wy + w3 + k1 — ko
Qg = T1 — T2

a3 = T3 — T4

a4 = T5 — T
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dimana:

1 = wows + k3 + kiwa + kiws + ke

mo = kg + kowo + kows + ks

T3 = woks + wsks + wowsky + wokg + wzks + k7
Ty = woky + wska + wawsks + woks + wsks + kg
Ty = w2w3k3 + CJQw;),kG + klO

6 =

k1=
ko =
ks =
ks =
ks =
ke =
k7 =
ks =
kg =
k1o =

= wawszky + wowsks + kobyB bwf
avowa+7171+y3puwo

w2 (y3—"74)
ay1wa+bya B1+yapws

B1B
w2 (v3—7va)+ uizibgﬁl

af1 B2 (ayiwa+bvy2 B1+va+pws)+(ayewe +byi B1+y3pws) (2aws we +bwi B1)

w2 (v3—74) (aw2+b01)
(ay1wa+by2B1 +yapws) (2awi wa+bwi B1)+aBi B2 (ayawa+by1 B1+y3pws)

w2 (v3—74)(aw2+bp1)
afB1B2(awa+bB1)(v1—72)

w2 (v3—71) (aw2+bp1)
(awiwataagwr+bazBr)(awa+bB1) (v1—2)

w2 (v3—74)(aw2+bB1)
B1(2b61 B2+afawz) + B1(bwiwz+api+wa+bp1f1)(awz+bB1)(v1—72)

awz+bf1 (aw2+bB1)w2 (13 —"74)

bB1wiws bB3 B2 (awa+bB1) (v1—7 )+¢1(aw2+bﬁl)(’71 v2)
aws+bp1 w2 (v3—7a) (aw2+bp1) w2 (v3—"74)

v2)

B1ws (2bB1B2+aBawa+aBaws) + b3 Baws (awz+bB1) (V1 —72) _|_514412(bw1w2+ap1w2+bp151)(aw2+b[51)(’h*

aw2+b,(31 w2 (13 —"74)(aw2+bB1)
bB1wiwaws + bB3 Baws (awz+bB1) (Y1 —72) + 1wz (awz+b81)(v1—72)
awz+bf1 w2 (v3—74 w2 (v3—"74)

w2 (v3—74) (aw2+bpB1)

Akar-akar karakteristik dari persamaan (17) akan dicari menggunakan kriteria Routh Hurwitz.
Berdasarkan kriteria Routh Hurwitz, titik kesetimbangan endemik akan stabil jika semua koe-
fisien persamaan karakteristik bernilai positif dan semua suku pada kolom pertama tabel Routh

bertanda positif [4].

dan y3 > 4 maka

Dengan mengacu pada [4] diperoleh matriks Hurwitz untuk persamaan (17) sebagai berikut:

a0>0

ap > 0jika we + w3 + k1 > ko
as > 0 jika w1 > mo

as > Ojikam > Ty

ayq > 0 jika w5 > g

ap asz as ar
ap a2 a4 Ge
0 ap as as
0 apg Q2 Q4

Koefisien-koefisien pada persamaan (17) positif jika memenuhi v; > 7o

(18)

untuk menentukan kriteria kestabilan, dibuktikan untuk setiap det(D) > 0. Kriteria kestabilan
dari persamaan (17) dipenuhi jika 77 > 2 dan 3 > 74 maka

a; > Ojikawg + w3 + k1 > ko
a1 — ag — agag > 0 jika 71 > N2
(arazas + agaras) — (aga + alay) > 0 jika ng > 4

(ar1a2a3a4 + aparasar) — (apazaszas + apayasag) > 0 jika ns > ng
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M = wam + wamy + k171 + kamg + M4
Mo = woTy + w3me + k1Mo + kami + pis

13 = T3
+koo +
T4 = T3
+2wsks
5 = 75

(womy + wamy + ki1 + kama) + Ta(wame + wama + kima + kam) + 5 (waz + w3z + k21 +
QWQLLJg + 2w2k1 + 20.)3]61) + 32 + 42 + 7T6(2LU2]C2 + 20J3]€2 + lekg)

(wng + w3my + k1o + kgﬂ'l) + 71'4(&)271’1 + wam + kym + kzﬂ'g) + 2wy + 7r5(2w2k2—|—
+ 2k1ko) + me(waz + wap + ka1 + koo 4 2wows + 2waky + 2wsky )

(7‘(’3((4.127'('1 + wzmy + kymo + k‘gﬂ'l) + 714(w2772 + w3my + kimy + k‘gﬂ'l)) + 7T6(7T3(LU27T2+

+w37T2 + klﬂ‘g + k’gﬂ'l) + 7T4((U27T1 +W37T1 -+ klﬂ‘l + k’gﬂ'g))

e = 75

(7’('3(0.)27'(2 + w3 + kl’/TQ + kg’frl) + 7T4((JJ27T1 + w3 + kl’/Tl + ]CQ’]TQ)) +7T6(’/T3(WQ7T1+

+wsmy + k1my + koma) + ma(wema + wsma + kimo + ko))

3.4. Simulasi Numerik. Pada bagian ini, diamati dinamika pada penyebaran populasi per-
okok dengan menggunakan nilai awal yaitu S(0) = 50, E(0) = 3, I(0) = 1 dan R(0) = 1 dan
nilai parameter pada Tabel 2.

(1)

TABEL 2. Nilai Parameter Komputasi

Parameter Nilai Ry <1 Nilai Ry > 1

o 0,210 0,06
a 0,001 1,00
b 0,002 2,00

s 0,300 0,050
B 0,030 0,050
Ba 0,010 0,003
1 0,020 0,002
P2 0,003 0,003

U 0,200 0,300

Vs 0,100 0,500
[ 0,006 0,060
b 0,010 0,010

Simulasi Nilai Ry < 1

Untuk Ry < 1 dengan nilai awal dan nilai parameter pada Tabel 2 diperoleh simulasi
yang disajikan pada Gambar 2 dengan nilai Ry = 0,3366982783 < 1 dan (Ef =
35,0,0,0).

Berdasarkan Gambar 2 terlihat bahwa populasi stabil disekitar titik kesetimban-
gan, proporsi individu Susceptible (S) mengalami kenaikan pada awal waktu dari jum-
lah populasi awal S = 50 namun seiring berjalannya waktu populasi ini mengalami
penurunan hingga mencapai titik setimbang yaitu S = 35, proporsi individu Exposed
dengan nilai awal £ = 3 pada awal waktu mengalami kenaikan, namun pada saat ¢
tertentu mengalami penurunan hingga mencapai titik setimbang yaitu E = 0, artinya
tidak terdapat lagi populasi Exposed pada penyebaran populasi perokok, proporsi indi-
vidu Infected mengalami penurunan dari jumlah populasi awal I = 1 hingga mencapai
titik setimbang yaitu I = 0, artinya tidak terdapat populasi Infected pada penyebaran
populasi perokok, dan proporsi individu Recovered dengan populasi awal R = 1 pada
awal waktu mengalami kenaikan, namun pada waktu ¢ tertentu populasi Recovered
mengalami penurunan hingga mencapai titik setimbanga yaitu R = 0, sehingga untuk
titik kesetimbangan bebas perokok dengan kondisi Ry < 1 bersifat stabil, artinya tidak
terdapat penyebaran populasi perokok. Hal ini dikarenan populasi Susceptible tidak
memilih untuk menjadi perokok dengan begitu tidak terjadi interaksi antara populasi
Susceptible terhadap Ezposed dan interaksi Susceptible terhadap Infected.
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GAMBAR 2. Dinamika penyebaran perokok ketika Ry < 1

(2) Simulasi Nilai Ry > 1
Untuk Ry > 1 dengan nilai awal dan nilai parameter pada Tabel 2 diperoleh simu-
lasi yang disajikan pada Gambar 3 dengan nilai Ry = 5,767456357 > 1 dan Ef =
(0,3014201183;0,7768256415;0,5629171315;0,9206418893).

Berdasarkan Gambar 3 terlihat bahwa populasi stabil disekitar titik kesetimban-
gan. Proporsi individu Susceptible (S) mengalami penurunan dari jumlah populasi
awal S = 50 hingga mencapai titik setimbang 0,3, hal ini dikkarenakan terjadi inter-
aksi antara populasi Susceptible terhadap individu perokok, dengan begitu proporsi
individu Fzposed mengalami kenaikan dari jumlah populasi awal E' = 3 diawal waktu,
namun pada saat t tertentu populasi Faposed mengalami penurunan hingga mencapai
titik setimbang yaitu F = 0,78. Penurunan ini dikarenakan terjadi perpindahan popu-
lasi Exposed menjadi populasi Infected, sehingga populasi Infected mengalami kenaikan
pada awal waktu dari jumlah populasi awal I = 1, namun pada ¢ tertentu mengalami
penurunan hingga menuju titik setimbang yaitu I = 0,56, hal ini dikarenakan seba-
gian populasi Infected memilih untuk berhenti merokok, sehingga populasi Recovered
mengalami kenaikan dari jumlah populasi awal R = 1 pada awal waktu, namun pada
t tertentu populasi Recovered mengalami penurunan hingga menuju titik setimbang
yvaitu R = 0,9. Hal ini menunjukan setiap populasi menuju titik setimbang dan stabil,
artinya pada kondisi ini terjadi penyebaran populasi perokok.

4. SIMPULAN

Model matematika penyebaran populasi perokok menghasilkan titik kesetimbangan bebas
perokok yang stabil ketika Ry < 1 dan titik kesetimbangan endemik yang stabil ketika Ry > 1.
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GAMBAR 3. Dinamika penyebaran perokok ketika Ry > 1
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